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バネ剛棒要素による 
骨組構造物の高精度複合非線形解析に関する研究 
 
藤川 祥*・井嶋 克志・帯屋 洋之・川崎 徳明 
  
Study on multiple nonlinear analysis of frame structures 
 by using spring-rigid-bar-elements 
 
By 
Sho FUJIKAWA, Katushi IJIMA, Hiroyuki OBIYA, Noriaki KAWASAKI 
 
Abstract: The paper proposes an inelastic element model and the computational method including the 
usage of the element for analyzing multiple nonlinear phenomena of frame structures. The element 
model composed by rigid bars and springs in elastic range can have completely the same property as the 
Euler beam by equalizing the strain energy of the element. Futrher, the element model is simpler than the 
element using the Gauss-Radau quadrature rule that has the same accuracy as the proposed element. A 
numerical example that applies the element to brace buckling of a frame structure shows that the 
analytical result satisfactorily agrees with the experimental result. 
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１． まえがき 
 
構造物の耐震安全性照査には骨組構造モデルが使用
されることが多い。骨組解析モデルを大別すれば、曲
げ降伏箇所にバネを用いるもの、有限要素法に基づく
もの、剛体バネモデル(1),(2),(3)の 3 者となり、客観的に曲
げ降伏と塑性域の進展を評価できるモデルは後者 2 つ
である。有限要素法では最近、Gauss-Radau 積分と弾
性域を用いるガウス積分要素モデル(以下、このことを
ガウス積分要素と呼ぶ)が提案(4)され、少ない要素数に
より合理的かつ高精度の解析が可能になった。本研究
のモデルには 4 点バネ剛棒要素を使用する。このモ
デルはバネと剛棒により要素を構成し、要素座標系の
利点を用いて弾性時ひずみエネルギーをオイラー梁と
等価にする適切な内部バネを追加することで誤差のな
い弾性時解と設定し、非弾性特性に則した曲げ降伏解
析を可能とするものである。また、積分点とバネ位置、
重みと変形一定区間長についてガウス積分要素とバネ
剛棒要素は物理的に等価でありながら、ガウス積分要
素モデルで必要な弾性域の指定がない他、弾性、非弾
性に関わらず同じ幾何剛性を使用できる点でも有用な
モデルと言える。 
本研究は、要素座標系に基づくひずみエネルギーか
ら複合非線形問題に用いる幾何学的非線形方程式まで
の基礎理論を示し、4 点バネ剛棒要素とガウス積分要
素との比較を行う。最後に 4 点バネ剛棒要素モデルを
用いたブレース付骨組構造の複合非線形解析を行い、
文献(5)の実験結果と比較することにより本要素モデル
の妥当性を検討したものである。 
 
２． 解析手法の基礎理論 
 
構造物の全ポテンシャルエネルギーを 、要素 の
ひずみエネルギーを 、保存力としての節点力を 、
この節点力による節点変位を  とすると全ポテンシ
ャルエネルギー停留の原理により次式で表される。 
 
(1) 
 
 
有限要素法はこのまま式(1)を直接用いるのに対し、
本手法はここから一要素を取り出し、それに静的な支
点条件を与える要素座標系を導入することによって式
(1)をさらに変形する。静的な支点条件の設定により、
共通座標系表示の要素端作用力から力の釣り合い式の
数に当たる力が除去され、残りの要素端力 を構成す
る各力は互いに独立となる。これにより、節点変位と
要素端力との関係を容易に表現することができる。こ
の要素端力 とその仕事の対となる要素端変形  を用
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いて一要素について次式のように全ポテンシャルエネ
ルギー eΠ は与られる。 
 
(2) 
 
 (2)にも同様に全ポテンシャルエネルギー停留の原
理を適用する。 
 
 (3) 
 
2 つの異なる力学モデルに対して同じ要素座標系を
適用し、要素端力あるいは要素変形により表される要
素ひずみエネルギー が等価であれば式(3)は同一とな
る。このことを用いてバネ剛棒要素を設定する。 
式(3)を用いると式(1)は次式のように書き換えられ
る。 
 
(4) 
 
ここに、 us ∆δδ Te は 0→∆u における適合条件式
の接線を意味し、要素両端に対応する平衡時節点位置
ベクトルu によって決まる。したがって、これを )(uα e
と置き、式(4)を式(1)に代入する。これを本解析手法の
平衡条件式として用いる。 
 
(5) 
 
以下、式(5)のように位置ベクトルu による関数表示
を略す。非線形式である式(5)を解くための接線剛性方
程式は次のように得られる。 
式(5)について節点力の微分増分は 
 
(6) 
 
第 1 項の要素端力増分は要素端変形の微分 esδ によ
り次のように表すことができる。 
 
(7) 
 
さらに、要素端変形の微小増分は適合条件式の 1 次
微分係数あるいは仮想仕事の原理から次のように表す
ことができる。 
 
(8) 
 
式(7)および式(8)を用いて式(6)の第1項を変形すれば
要素の材料特性に基づく剛性マトリクスを得る。 
 
(9) 
 
次に、第 2 項内の要素力は一定であることに配慮す
れば次のように幾何剛性マトリクスを得る。 
 
 
 
 
 
 
(10) 
 
この幾何剛性係数は、要素端変形の適合条件式を節
点変位により 2 次の項まで求めた後、式(10)に代入し節
点変位により 2 階微分すれば得ることができる。 
式(9)および式(10)を式(6)に代入すれば、次式のよう
に接線剛性方程式が得られる。 
 
(11) 
 
Uδ に不平衡力式(5)の左辺より右辺を差し引いた節
点不平衡力を用いて節点変位算定後に節点座標の更新、
厳密適合条件式による要素端変形  、非弾性に基づく
要素端力 を求め、再度、節点不平衡力の算定に帰る
手順により非線形解析を行う。 
 
３． 要素座標系とバネ剛棒要素 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-1 バネ剛棒要素と要素座標系 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-2 バネ rの回転変形 rθ のみによる       
端たわみ角変形 
 
本節では式(9)に含まれるバネ剛棒要素の要素端線形
剛性係数   と要素端変形   から非線形特性に基づく
要素端力  の算定について述べる。図-1 に示す単純支
持支点条件の要素座標系を設定するこの要素座標系か
ら要素端力 と要素端変形sは次のように定められる。 
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以降、要素識別子e は略す。 
要素内バネ個数をn として、バネr の作用力   と
バネ変形  を次式のように置く。 
 
(14),(15) 
 
要素内座標系の力の釣り合い式よりバネ位置   の
バネ作用力は要素端力から次のように与えられる。 
 
 
(16) 
 
一方、図-2 に示すように要素端変形に対して各バネ
は直列バネの関係にあるから、要素端変形は次式のよ
うに表わされる。 
 
 
(17) 
 
 
 要素端剛性方程式を導くため、バネ作用力増分   
とバネ変形増分  との関係を次式のように置く。 
 
(18) 
 
ここに、バネ剛性    は軸力と曲げの連成を考慮し
たファイバー的な要素のものから、これらが独立な回
転バネやせん断バネを取り入れたものなど様々なもの
が考えられる。本論の複合非線形解析では前者に対応
する次式を用いる。 
 
 
 
 
 
(19) 
 
ここに、   および   はそれぞれ要素の分割断面積
と重心からの距離、   は材料構成則に基づく平衡時接
線あるいは割線ヤング率とする。このようにファイバ
ー要素的分布を用いた時  は要素軸に沿う変形一定
の区間長を表わし、この区間長の変形分が集約されて
各分布バネの変形になるものとする。回転バネの場合、
曲率  が変形一定の区間長であると仮定してこの曲げ
変形が回転バネ角  に集約される。この考え方により
バネ位置の曲げモーメントが   バネ作用モーメント
に置き換わり、回転バネ剛性   が   によって確定す
る。   を曲げ剛性とすれば 
 
(20) 
 
式(16)、(17)、(18)を用いれば、式(9)の ek に当たる要
素端線形剛性方程式は次式となる。 
 
(21) 
 
式(21)を全体剛性方程式である(11)に使用し、これよ
り節点変位、さらに適合条件より要素端増分変形を得
る。この要素端増分変形から材料非線形を考慮した要
素端力は式(16)、(18)、(21)より次のバネ変形の増分式
を得る。 
 
(22) 
 
式(19)に対応する分布バネを使用した場合、式(22)の増
分バネ変形から変形一定区間長    を用いて断面各分
布バネの伸びひずみ     が次のように得られる。 
 
(23) 
 
 前平衡時における断面各分布バネ応力  とひずみ 
および(23)の増分ひずみ   から材料構成則のも 
とに更新された応力が得られ、これを断面について集
約すればバネ作用力を得る。各バネ作用力から要素端
力は次のようになる。 
 
(24) 
 
ただし、1 とｎは要素両端のバネ番号である。 
 
４． ４点バネ剛棒要素 
 
 
 
 
 
 
 
図-3 ４点バネ剛棒要素のバネ位置と曲率一定区間長 
 
ここでは図-3 に示す 4 点バネ剛棒要素のバネ位置と
剛性、曲率一定区間長について説明する。要素は 4 個
のバネと剛棒によって構成されバネ位置とバネ剛性は
弾性時にオイラー梁と一致する挙動を示すように設定
される。すなわち、要素端力によって表される要素の
ひずみエネルギーは弾性時にオイラー梁のそれと等価
である。さらに、構造部材がひずみ軟化型の非弾性特
性を持つ時重要な因子となる要素端曲率一定区間を要
素長に独立として定めることができる。 
バネ位置とバネ剛性は、ひずみ硬化あるいは軟化の
タイプにかかわらず要素両端の曲率一定期間を与える
ことによって定める。本理論で、この両端曲率一定期
間が等しい場合に限定する。 
ηηη == 41 とすれば内部バネの曲率一定区間長は 
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５． ガウス積分要素との計算比較 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-4 Gauss-Radau積分要素モデル 
 
4 点バネ剛棒要素と図-4 に示す弾性領域を持ち要
素両端から塑性ヒンジ長に従う区間に 1 積分点指定
型の Gauss-Radau 積分を用いる要素モデルとの比較
を行う。 
比較計算は一要素単位として単純支持要素左端モ
ーメント  による左端たわみ角 を求める。採用
する非弾性特性は降伏曲げモーメント  まで弾性
時曲げ剛性をEI 、降伏後は 2 つのケースとしてひず
み硬化となる曲げ剛性 EI1.0 の場合と、降伏後
EI1.0− となるひずみ軟化特性について計算する。塑
性ヒンジはともに等しく           、     との          
2 ケースとする。 
ここでガウス積分要素について説明する。ガウス
積分要素は曲げモーメントや曲率が分布することを
前提に４点バネ剛棒要素と異なり離散的 rλ ではな
く要素軸位置 x の関数として  を用いる。連続関数
とする式(16)より要素端変形は仮想力の原理から導か
れ、ガウス積分を適用する。ガウス積分点をバネ位置、
重みをバネ変換における変形一定区間長 lrη に一致す
るものとすれば式(17)はガウス積分要素では次式とな
る。 
 
 (30) 
 
ここに、φはひずみと曲率によって構成される断面状
態量である。 
以降は計算手順を説明する。 
4 点バネ剛棒要素による計算手順は、第 3 節を参照
した次の通りとなる。 
 
(31) 
 
この計算手順では、内部バネが複素平面にある場合、
最後に各バネ変形を要素端に集約し、この時複素位置
虚数項は相殺される。また全体構造解析では要素端変
形から要素力を求めるので既に虚数項が処理された要
素端線形剛性方程式を用い複素数は陽に現れない。 
一方、ガウス積分要素について式(31)に合わせた表記
をすれば次のような計算手順となる。 
 
(32) 
 
要素内曲率による要素端たわみ角は次の積分となる。 
 
 
 (33) 
第 1、3 項に Gauss-Radau 積分を用い、第 2 項は弾性
域として通常の積分を行う。よって 
 
(34) 
 
式(34)第 2 項の積分は図-4 のように要素長に対して
両端 Gauss 積分区間の和が短い場合は正値を取り、
Gauss 積分区間長が重複する場合は重複区間の積分と
なり負値となる。 
以下に、降伏後曲げ剛性が EI1.0 、両端塑性ヒンジ
が長比  のケースについて、端モーメント
yi MM 2.1= による i 端たわみ角 iθ を具体的に計算
する。 
① 4 点バネ剛棒要素 
両端塑性ヒンジ長比が 31 であるから内部バネ位置
は ( ) 213,2 i=λ である。したがって、バネ作用モー
メントを求めれば 
( ) yi MMM 2.11 11 =−= λ            (35) 
( ) ( ) yi MiMM 16.01 3,23,2 =−= λ      (36) 
これらより非弾性特性から定まる曲率を介して各バ
ネ変形を求める。式(35)、(36)より    のみ    を超え
曲率は              となる。各曲率に曲率一定区間
長 lrη を掛けたバネ定数は 
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これらのバネ変形を集約して要素端たわみ角を求め
れば 
( ) ( ) 33221 11 θλθλθθ −+−+=i  
 
(38) 
 
 
② ガウス積分要素 
積分点位置 rλ と対応する重み rη は次のようになる。 
1,91,98,0 4321 ==== λλλλ          (39) 
1,31 3,24,1 == ηη                        (40) 
また、式(34)第 2 項の積分 eI はガウス積分区間の重
複区間であるから次のような負の値となる。 
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積分点位置の曲げモーメントは 
 
(42) 
 
これらに対応する曲率は次のようになる。ただし、
3M は降伏曲げモーメントを超えているものの定義か
ら弾性条件で曲率を計算する。したがって 
 
(43) 
 
これらを式(34)に代入し積分値 eI を加えればたわ
み角は 
 
(44) 
 
 
このようにバネ剛棒要素とガウス積分要素による結
果は一致し、異なるケースについても表-1 に示すよう
に 2 つの結果は一致することになった。 
2 次剛性が正となるひずみ硬化則では、塑性域が進
展することとなりこれを精度良く表すには内部バネ個
数あるいは積分点個数を増やすことにより全体解析の
自由度を変えることなく対応できる。文献(4)には図-4
のガウス積分要素を用いたひずみ軟化則に伴う劣化型
RC 柱の計算値と実験値の比較が示してあり良好な結
果を得ている。よって 2 次剛性が負となるひずみ軟化
則についても本モデルも同じ非弾性特性を用いるなら
ガウス積分要素と同等の結果が期待できる。 
このように 4 点バネ剛棒要素はガウス積分要素と
同じ特性を有しているが弾性域の設定がない分、4
点バネ剛棒要素が簡潔なモデルと言える。 
 
表-１ バネ剛棒要素とガウス積分要素による端た
わみ角 iθ の比較(＊：内部積分点曲率に弾性条
件を適用した値)  
 
 
６． 複合非線形解析のアルゴリズム 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-5 複合非線形解析の計算手順 
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先行状態 
藤川 祥・井嶋 克志・帯屋 洋之・川崎 徳明 
弾性要素による幾何学的非線形解析と同じ接線幾
何剛性方程式を複合非線形解析でもそのまま使用で
き、弾性解析では既に実験による検証(6)も含めて 3
次元骨組構造に示している。よってここではこれを
2 次元骨組として変更して用いるものとする。 
複合非線形解析の多くは材料構成則に基づく接線
剛性と幾何学的非線形における接線剛性を同時に変
えながら反復計算を行っている。荷重増分を十分小
さく取ればこの方法でも問題ない場合が多いと思わ
れるが、材料降伏の発生と幾何学的非線形現象とし
ての分岐の発生が同時に起こるような場合には、収
束しないケースも考えられる。 
本論ではこのようなケースへの対応も考えに入れ、
図-5 に示す計算フローを採用する。まず、増分荷重
を与えた直後は材料接線剛性を用いた線形要素端力
のもとに幾何学的非線形解析として収束計算を行う。
収束後、材料特性に基づく要素端力の再計算を行い、
再度最大不平衡力の評価を行う。この不平衡力が許
容値を超えていた場合、前平衡状態と幾何学的非線
形収束解の状態を用いて材料割線剛性を算定し、前
平衡状態に戻り増分荷重による幾何学的非線形計算
を行う。この手法を取れば、材料剛性の割線を採用
するため接線剛性より反復回数は増えるものの堅実
な複合非線形解析を行うことができる。 
 
７． 複合非線形問題の数値計算例 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-6  2層K型ブレース付骨組構造と断面性能 
 
ここでは座屈を伴う 2 層 K 型ブレース付骨組構造の
水平荷重-変形関係を求める。使用する要素は４点バネ
剛棒要素を用い、曲げと軸力の連成を考慮できる分布
バネとする。 
図-6 に実験結果との比較を行ったブレース付骨組構
造の形状と断面性能を示している。今回は全 18 要素に
より骨組構造をモデル化し、水平方向交番強制変位を
頂部に与えて解析を行った。全部材とも H 型断面であ
り柱と梁は①、ブレースは②に示すものを使用してい
る。使用鋼材は SN490B の降伏応力 325N/mm2 とし、
図-7 に示すように一次ヤング率を 2.0×105 N/mm2、二
次ヤング率を 1.3×104  N/mm2 とした応力-ひずみ曲線
を用い、移動硬化則履歴特性とする。断面分割は 20 分
割で要素両端曲率一定区間長比     である。ま
た今回の解析では主構部材あるいはブレースの面外座
屈、局部座屈は考慮していない。 
尚、この解析モデルは文献(5)に示された実験に基づ
く。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-7 使用鋼材の応力―ひずみ曲線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-8 実験値と解析値との比較 
 
図-8 は骨組上端に一方向の強制変位を与え、骨組が
0.025rad の変形を行う解析と実験の比較である。解析
における計算では速やかな収束解を示した。 
実験、解析ともにまず下層のブレースが座屈し、そ
の後、ブレース中点と両端に塑性域が発生する。さら
にせん断変形が増加すれば、下層に続き上層のブレー
スにも座屈が発生する。解析結果では R=0.01rad 付近に
上層ブレースの座屈を観察できるが、実験結果には明
瞭に現れていない。しかしながら、解析結果は実験結
果と比較的良い一致を得ている。 
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図-9 繰り返し水平荷重-変形関係 
 
図-9 は図-6 の骨組構造に交番強制変位を与えた結果
である。同じく解析においての収束解までの回数は数
回と速やかに求めることができた。 
初回の強制変位反転以降は、解析結果が実験結果よ
りも比較的大きい水平荷重を示している。これは実験
において塑性ヒンジ発生域では局部座屈が進展したた
めと考えられる。したがって図-7 に示す硬化ひずみタ
イプの応力-ひずみ関係ではなく軟化ひずみタイプに
改良するとなどが必要と思われる。このことは今後の
課題である。 
 
８． 結論 
非弾性解析を行う上での４点バネ剛棒要素の利
点はこのようになる。 
① 全ポテンシャルエネルギー停留の原理に基づき要
素座標系を導入し、平衡条件式から複合非線形問題
に用いる幾何学的非線形方程式までの一貫した基
礎理論を示した。 
② 要素座標系の設定によって、要素ひずみエネル
ギーを用いて弾性時にオイラー梁と等価なバネ
剛棒要素とすることができる。 
③ 要素長に依存することなく塑性ヒンジ長の設定
を行うことができる。 
④ 4 点バネ剛棒要素はガウス積分要素と同じ特性
を有しているが弾性域の設定がない分、4 点バネ
剛棒要素が簡潔なモデルと言える。 
⑤ 2 次剛性が正となるひずみ硬化則では、内部バネ個
数を増やすことで全体解析の自由度を変える精度
よく表すことができる。2 次剛性負となるひずみ軟
化則についてもガウス積分要素と同等の結果が期
待できる。 
⑥ 複合非線形解析では要素座標系の導入により要
素の特性は要素端力と要素端変形に集約され、
要素が弾性または非弾性を問わず同じ幾何剛性
係数を使用できる。 
⑦ 2 次元骨組構造物の複合非線形解析の例として
ブレースの座屈時の水平荷重-変形関係を求めた
場合、幾何学的かつ材料的に構造物の状態が急
変する場合でも安定した計算を行うことができ
る。 
⑧ 解析結果と実験による結果は比較的良く一致す
る。 
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